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Zusammenfassung: Im Beitrag wird eine Studie zu
den intransitiven Wiirfeln nach Bradley Efron vor-
gestellt. Die Aufgaben innerhalb der Untersuchung
wurden Lernenden der Jahrgangsstufen 2, 3 und 4
vorgelegt. Die Kompetenzen der Lernenden werden
anhand einiger Losungsbeispiele herausgearbeitet
und dargestellt. Dabei wird sowohl auf den Aufbau
der Studie, die Durchfiihrung als auch auf ausge-
wdhlte Untersuchungsergebnisse eingegangen.

1 Einleitung

Die Sensibilisierung der Unterscheidung zwischen
zufdlligen Ereignissen und gesetzmifigen Erschei-
nungen ist in einem unterrichtlichen Geschehen ele-
mentar (vgl. Neubert 2016, S. 78). Besonders bei
Aufgaben zur Wahrscheinlichkeit kommt dem eigen-
standigen Handeln der Lernenden eine hohe Bedeut-
samkeit zu (vgl. Hasemann, Mirwald & Hoffmann
2012, S.153). Durch eigenstindig durchgefiihrtes
empirisches Handeln , reift die Erkenntnis, dass vie-
le Versuche notwendig sind, um Gewissheit iiber das
Eintreten zufalliger Ereignisse zu gewinnen (ebd.,
S. 153). Diese Vorgehensweise begiinstigt das Ge-
fiihl des Erlebens und Verstehens der Lernenden, je
intensiver die Thematik den alltdglich erlebten Ma-
thematikunterricht durchdringt (vgl. ebd., S. 153).
Damit dieses Bestreben gelingt, sind Aufgabenstel-
lungen erforderlich, die ,,den Grad der Sicherheit des
Eintretens eines zufilligen Ereignisses thematisie-
ren“ (ebd., S. 153). In besonderer Weise bietet sich
hierzu die Auseinandersetzung mit motivierenden re-
alen stochastischen Vorgédngen an. Der Lernprozess
wird dabei auf enaktiver Stufe ,,durch isomorphe
Spielhandlungen mit konkretem Material initiiert*
(Lindenau & Schindler 1977, S. 56).

Im Rahmen einer wissenschaftlichen Hausarbeit wur-
de untersucht, wie Lernende der zweiten bis vierten
Jahrgangsstufe mit der Thematik Wahrscheinlichkeit
umgehen. Dazu wurden zwei der vier intransitiven
Wiirfel nach Bradley Efron als Zufallsgeneratoren
verwendet. Der Einsatz dieser modifizierten Wiirfel
ist in Lehrplénen fiir die Primarstufe nicht vorgese-
hen. Uns sind auch keine diesbeziiglichen Veroffent-
lichungen bekannt. In der Literatur findet man An-
regungen fiir die Nutzung ab Jahrgangsstufe 7 (vgl.
Pundsack & Schlie 2014, S. 18). Die Intention der
Studie lag darin, dass die Lernenden mit Hilfe der
modifizierten Wiirfel eine andere Betrachtungswei-

se auf die Thematik der Wahrscheinlichkeit erhalten
und Gemeinsamkeiten und Unterschiede zum idealen
Wiirfel eigenstindig erkennen und eventuelle Fehl-
vorstellungen korrigieren.

Es sollte aullerdem untersucht werden, ob Lernende
bereits im Grundschulalter komplexere Aufgaben
zum Wahrscheinlichkeitsverstdndnis 16sen konnen,
wenn man sich als Lehrender darauf einldsst und den
Lernenden den ndtigen Spielraum dazu gewdhrleistet.

Daraus entstanden folgende Forschungsfragen:

e Inwieweit erkennen die Lernenden unterschied-
liche Gewinnwahrscheinlichkeiten von zwei
Zufallsgeneratoren?

* Inwieweit konnen die Lernenden unterschiedli-
che Gewinnwahrscheinlichkeiten von zwei Zu-
fallsgeneratoren begriinden?

* Inwieweit verdndern sich die Kompetenzen
der Lernenden bei der Begriindung von Ge-
winnchancen durch eigenes Handeln auf empi-
risch-statistischem Weg?

2 Die intransitiven Wiirfel nach Efron

Fiir die Datenerhebung wurden zwei der insgesamt
vier intransitiven Wiirfel nach Bradley Efron als Zu-
fallsgeneratoren ausgewihlt. Die Wiirfel gleichen
dem idealen Spielwiirfel im Sinne der geometrischen
Beschaffenheit (vgl. Helmerich & Lengnink 2016,
S. 87). Die Beschriftung der Augenzahlen weicht
aber von der fiir einen Spielwiirfel {iblichen ab.

Der erste, fiir die Untersuchung verwendete, Wiirfel
ist aufallen Seiten mit der Augenzahl Drei beschriftet
und rot gefarbt (vgl. Pundsack & Schlie 2014, S. 18,
S. 20). Abbildung 1 zeigt das zugehorige Wiirfelnetz.

Abb. 1: Wirfelnetz rot
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An Stelle der Augenzahlen wurden zur Veranschau-
lichung Ziffern gewéhlt. Das Wiirfeln einer Drei mit
diesem Wiirfel ist somit ein sicheres Ereignis.

Der zweite Wiirfel, der fiir die Datenerhebung ver-
wendet wurde, ist auf zwei Seiten mit der Augenzahl
Sechs, auf vier Seiten mit der Augenzahl Zwei be-
schriftet und gelb gefarbt (vgl. ebd., S.20). Abbil-
dung 2 zeigt das Wiirfelnetz, welches ebenfalls zur
Veranschaulichung mit Ziffern beschriftet wurde. Die
Beschriftung dieses Wiirfels weist also zwei Beson-
derheiten gegeniiber der des ,,iiblichen Spielwiirfels
auf. Nur zwei der liblichen Augenzahlen kommen
vor und dies mit unterschiedlicher Haufigkeit.

Abb. 2: Wiirfelnetz gelb

Die Wahl fiel auf diese beiden Wiirfel, da das Auf-
treten nur einer Augenzahl beim roten Wiirfel und
die unterschiedliche Eintrittswahrscheinlichkeit der
beiden mdglichen Augenzahlen beim gelben Wiirfel
in zwei Kriterien vom idealen Spielwiirfel abweicht.

Die fiir die Untersuchung zentrale Frage, mit wel-
chem Wiirfel die Gewinnwahrscheinlichkeit grofer
ist, wenn mit beiden Wiirfeln gleichzeitig gewiirfelt
wird und die hohere Augenzahl gewinnt, ldsst sich
unter anderem durch Anwendung der Laplace-For-
mel beantworten.

Die fiir ,,Rot gewinnt* giinstigen Ereignisse entspre-
chen vier von sechs Fillen. Nach der Laplace-Formel
gilt:
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Die fiir ,,Gelb gewinnt™ giinstigen Ereignisse ent-
sprechen zwei von sechs Fillen. Demnach gilt:
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Eine weitere Moglichkeit zur Darstellung der Losung
besteht in der systematischen Auflistung aller Mog-
lichkeiten in einer Tabelle:
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Abb. 3: Die Abkilirzungen r fir rot und g fiir gelb, ge-
ben jeweils an, welcher der beiden Wirfel bei den
einzelnen 36 Konstellationen gewinnt.

Durch Auszdhlen der fiir die beiden Wiirfel giinstigen
Moglichkeiten erhédlt man 24-mal ,,Rot™ und 12-mal
,Gelb* bei insgesamt 36 Moglichkeiten. Dies ent-
spricht den tiber die LAPLACE-Formel errechneten
Wahrscheinlichkeiten.

Die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Rot

gewinnt™ betragt demnach %, fiir das Ereignis ,,Gelb
. I3 l

gewinnt 3

AuBerdem wéren auch die Auflistung aller Moglich-
keiten mit entsprechenden Wiirfelbildern sowie ein
Baumdiagramm (vgl. dazu auch die Schiilerlosung in
Abschnitt 4) denkbar (vgl. Neubert 2016, S. 113 f.).

3 Aufbau der Untersuchung
Gesamtiiberblick

Innerhalb der Studie wurden dreilig Lernende, da-
von zwolf aus Jahrgangsstufe 2, zwolf aus Jahrgangs-
stufe 3 sowie sechs aus Jahrgangsstufe 4, untersucht.
Die Lernenden wurden klassenweise in Gruppen von
jeweils zwei Personen eingeteilt. Die Intention der
Gruppenarbeit war, den Lernenden die Moglichkeit
zu geben, die sehr komplexe Aufgabe durch gemein-
same Kommunikation und Zusammenarbeit zu [6sen.

Die Durchfithrung sowie das Arbeitsmaterial waren
in jeder Jahrgangsstufe identisch.

Um die Verkniipfung subjektiver Erfahrungen beziig-
lich des idealen Spielwiirfels zu vermeiden, erfolgte
keine Thematisierung zum Wiirfeln mit einem idea-
len Wiirfel, damit die Lernenden die Zufallsgenera-
toren moglichst frei von Vorerfahrungen betrachten.

Die Studie bestand aus vier Teilen, die im Einzelnen
anschlieBend beschrieben werden:

¢ Bekanntmachen mit den beiden Wiirfeln
e FEinschitzen der Gewinnchancen
* Durchfiihren des Spiels

* Begriindungen fiir den Spielausgang




Bekanntmachen mit den beiden Wiirfeln

Innerhalb der Einstiegsaufgabe vor Versuchsbeginn
erhielten die Lernenden die zu betrachtenden Wiirfel
als reales Material und wurden mit den ihnen vermut-
lich unbekannten Zufallsgeneratoren konfrontiert. Sie
beschrieben innerhalb dieser Einstiegsaufgabe die
beiden Wiirfel. Dadurch wurde gewdhrleistet, dass
sich jeder Lernende iiber das &uflere Erscheinungs-
bild, die unterschiedlichen Beschriftungen sowie die
verschiedenen Anzahlen der einzelnen Augenzahlen
bewusst war. Dieser Aspekt war flir die Bearbeitung
der weiteren Aufgaben von elementarer Bedeutung.

Nach dem Erfassen der Beschaffenheit der beiden
Zufallsgeneratoren wurde den Lernenden das fol-
gende Spiel erldutert (vgl. Pundsack & Schlie 2014,
S. 18-22). Neben der miindlichen Erlduterung erhiel-
ten sie die Spielanleitung zusitzlich in gedruckter
Form, um eventuelle Unklarheiten und Riickfragen
zu vermeiden.

,Wiirfelt mit beiden Wiirfeln gleichzeitig. Der Wiirfel,
der die hohere Zahl zeigt, hat gewonnen. Wiederholt
das Spiel 80-mal. Fiihrt auf den Arbeitsblittern Nr. 2
und Nr. 3 eine Liste, in welche ihr eintragt, welcher
Wiirfel gewinnt* (Rausch 2019, S. 76).

Einschatzen der Gewinnchancen -
Aufgabe 1

Zu Beginn der ersten Arbeitsphase schitzten die Ler-
nenden die Gewinnwahrscheinlichkeiten der beiden
Wiirfel ein. Im zweiten Teil der Aufgabe begriindeten
sie ihre Einschédtzungen. Thre Gedanken hielten sie
dabei auf einem Arbeitsblatt fest.

Die Aufgaben waren wie folgt formuliert:

,»1. Was glaubt ihr, mit welchem Wiirfel gewinnt man
héufiger?

2. Warum denkt ihr, ist das so?* (ebd., S. 76).

Durch die Aufgabe sollte zundchst erfasst werden,
wie viele Lernende die Gewinnwahrscheinlichkeiten
der Wiirfel vor dem Wiirfeln richtig einschétzen. Im
Besonderen wurden hierbei jedoch die Begriindun-
gen der Lernenden betrachtet.

Durchfiihren des Spiels

Innerhalb der anschlieBenden Arbeitsphase iiberpriif-
ten sie ihre Vorstellungen anhand der Durchfithrung
des Spiels. Die Lernenden trugen ihre Ergebnisse in
vorgefertigte, nummerierte Tabellen ein.

,,Farbe des Wiirfels, der GEWONNEN hat“ (ebd. S. 77).

Die Anzahl der Gewinne wurde in die letzte Zeile auf
dem Arbeitsblatt unter den Tabellen eingetragen.

,Rot hat Mal gewonnen.
Gelb hat Mal gewonnen® (ebd., S. 77).

Die Ermittlung der Gewinne erfolgte durch Abzéh-
len. Die hdufige Durchfilhrung des Experiments ist
insbesondere bei asymmetrischen Zufallsgeneratoren
von hoher Bedeutung, um konkrete Daten zu erfassen
(vgl. Hasemann, Mirwald & Hoffmann 2012, S. 150).

Begriindungen fir den Spielausgang —
Aufgabe 2

Nachdem die Lernenden beim Spiel herausgefunden
hatten, dass der rote Wiirfel eine hohere Gewinn-
wahrscheinlichkeit besitzt, sollten sie versuchen, ihre
Entdeckung zu begriinden. Dazu bekamen sie ein
weiteres Arbeitsblatt.

,,Versucht zu erkléren:

Warum gewinnt man mit dem Wiirfel haufiger?*
(Rausch 2019, S. 78).

Die Aufgabe diente zur Erfassung der Art und Weise
der Begriindungen der Lernenden. Die Intention der
Aufgabe war es, die vorliegenden Versuchsergebnis-
se zu verallgemeinern. Hierbei wurde den Lernenden
kein Losungsweg vorgeschrieben. Das Arbeitsblatt
war bewusst niichtern gestaltet, um mdgliche Beein-
flussungen durch dullere Gegebenheiten zu vermei-
den. Auf dem Arbeitsblatt war lediglich ein weil3er
Rahmen, in den die Lernenden ihre Uberlegungen
notierten, vorzufinden.

4 Ergebnisse

Um die Begriindungen der Lernenden einordnen zu
konnen, wurden sechs Kategorien gebildet. Diese
qualitativ aufsteigenden Kategorien bildeten sich fol-
gendermalfen:

Kategorie (: Keine Antwort.

Kategorie 1: Die Teilnehmenden duflern ihre Be-
griilndungen aufgrund von Vermutungen.

Kategorie 2: Die Begriindungen werden lediglich
anhand einer einfachen Beschreibung eines Wiirfels
vorgenommen. Dabei werden die Augenzahlen des
zweiten Wiirfels nicht erwédhnt.

Kategorie 3: Unterschiedliche Gewinnwahrschein-
lichkeiten werden mit den unterschiedlichen Augen-
zahlen der Wiirfel in Verbindung gebracht. Dabei
werden die Augenzahlen der beiden Wiirfel in Bezie-
hung zueinander betrachtet.

Kategorie 4. Die Begriindungen werden anhand von
theoretischen Uberlegungen zum Wiirfeln mit einem
idealen Wiirfel gedulBert.
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Kategorie 5: Darunter fallen Begriindungen, die zei-
gen, dass der Lernende verschiedene mdgliche Félle
der Variation der beiden Wiirfel erkennt. Die Augen-
zahlen der beiden Wiirfel werden in Beziehung zuei-
nander gesetzt. Dabei erfolgt ein Anzahlvergleich der
fiir einen Gewinn giinstigen Ereignisse. Die giinsti-
gen Ereignisse werden nicht konkretisiert.

Kategorie 6. Darunter fallen Begriindungen, die
zeigen, dass der Lernende alle mdglichen Fille der
Variation der beiden Wiirfel erkennt. Die fiir einen
Gewinn zutreffenden Variationen der Anordnung
werden konkretisiert und gegeniibergestellt. Dabei
wird sowohl ein Anzahlvergleich fiir giinstige als
auch ungiinstige Ereignisse betrachtet.

Aufgabe 1

Jahrgangsstufe 2

Acht der zwolf Teilnehmenden der Jahrgangsstufe 2
schrieben dem gelben Wiirfel eine hohere Gewinn-
wahrscheinlichkeit zu. Sie begriindeten ihre Wahl
durch das Vorhandensein der Augenzahl Sechs auf
dem Wiirfel. Dabei bezogen sie den roten Wiirfel
nicht in ihre Argumentation mit ein. Die Argumenta-
tionen entsprachen Kategorie 2.

Zwei Lernende schétzten die hohere Gewinnwahr-
scheinlichkeit des roten Wiirfels korrekt ein. Jedoch
begriindete lediglich ein Teilnehmender seine Argu-
mentation aufgrund theoretischer Uberlegungen:

,,Rot, weil da gibts ja nur zwei Sechser und da kann
man dfters die Zwei wiirfeln (...) [zeigt auf den roten
Wiirfel] und hier immer nur Dreier* (ebd., S. 85).

Der Lernende erkannte die ungleiche Verteilung der
Augenzahlen auf dem gelben Wiirfel. Er nahm die
hohere Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Au-
genzahl Zwei des gelben Wiirfels wahr. Dabei bezog
er seine Argumentation ebenfalls auf das sichere Er-
eignis der Zahl Drei des roten Wiirfels.

Ein Teilnehmender entschied sich fiir die gleiche Ge-
winnwahrscheinlichkeit beider Wiirfel.

,,Ich denke nicht so viel man die Sechs wiirfelt, sondern
mehr die Zwei, weil da sind ja mehr Zweier (...) und
wenn man mehr Zweier wiirfelt, hier sind ja nur Dreier,
da besiegt die Drei die Zwei. Aber mit Gelb kénnte man
ofters die Sechser wiirfeln, also ist es Gleichstand"
(ebd., S. 84)

Der Lernende ging hierbei auf die unterschiedlichen
Augenzahlen der beiden Wiirfel ein. Seine Aussage
basierte bereits auf theoretischen Uberlegungen. Er
begriindete richtig, dass die Wahrscheinlichkeit, mit
dem gelben Wiirfel eine Sechs zu wiirfeln, geringer

ist, als eine Zwei zu wiirfeln. Er setzte diese Erkennt-
nis in Bezug zu der Wahrscheinlichkeit des Eintre-
tens der Ereignisse des roten Wiirfels. Im zweiten
Teil seiner Aussage verlor er seinen zunéchst richti-
gen Gedanken. Er argumentierte damit, dass es trotz
der geringeren Wahrscheinlichkeit des Auftretens des
Ereignisses Sechs moglich wire, die Sechs haufiger
zu wiirfeln als die Zwei. Die Begriindung ist Katego-
rie 3 zuzuordnen.

Ein weiterer Teilnehmender gab keine Antwort.

Jahrgangsstufe 3

Sieben von insgesamt zwoOlf Lernenden der dritten
Jahrgangsstufe schétzten die Gewinnwahrscheinlich-
keit des gelben Wiirfels hoher ein. Die Argumentatio-
nen wiesen auf einen subjektiven Entscheidungspro-
zess aufgrund der Existenz der Augenzahl Sechs auf
dem gelben Wiirfel hin. Alle Aussagen waren dabei
sinngemal} wie folgt:

., Weil der gelbe Wiirfel zwei Sechsen drauf hat* (ebd.,
S. 91).

Fiinf von zwolf Teilnehmenden entschieden sich fiir
den roten Wiirfel mit sinngeméfBen Aussagen wie fol-
gender:

,, Weil bei dem roten Wiirfel nur Dreier drauf sind und
bei dem gelben sind halt mehr Zweien* (ebd., S. 91).

Alle finf Lernenden, welche die hohere Gewinn-
wahrscheinlichkeit des roten Wiirfels korrekt ein-
schitzten, begriindeten ihre Aussage richtig. Um ihre
Aussage zu formulieren, zogen die Teilnehmenden
zuvor die unterschiedliche Anzahl der Gewinnseiten
des gelben Wiirfels in Betracht. Folglich ermoglichte
ihnen der Vergleich der Anzahl der Gewinnseiten der
jeweiligen Wiirfel ihre Begriindung.

Jahrgangsstufe 4

Sechs von sechs Lernenden der Jahrgangsstufe 4
schitzten die Gewinnwahrscheinlichkeit beider Wiir-
fel als gleichwertig ein. Die Lernenden bezogen sich
in ihren Begriindungen besonders auf das Eintreten
der Elementarereignisse beim Wiirfeln mit einem
idealen Spielwiirfel. Die Teilnehmenden begriindeten
ihre Aussagen alle sinngemél durch Argumentatio-
nen wie folgende:

,» Weil beim Wiirfeln alles moglich ist* (ebd., S. 93).

Deutlich wurde eine Verinnerlichung der gleichen
Auftrittswahrscheinlichkeit aller moglichen Ereig-
nisse bei dem idealen Spielwiirfel. Die Teilnehmen-
den lieBen die Beschriftungen des roten und gelben
Wiirfels innerhalb ihrer Argumentationen auller Acht.
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Aufgabe 2
Jahrgangsstufe 2

Aufgabe 2 wurde von keinem Teilnehmenden der
zweiten Jahrgangsstufe bearbeitet. Die Teilnehmen-
den konnten keine verallgemeinernde Begriindung
finden. Vermutlich war die Aufgabe des Verallgemei-
nerns zu anspruchsvoll fiir die Lernenden. Thnen fehlte
die Fahigkeit der Transformation von Informationen,
um diese anschlieBend selektiv verwenden zu kdnnen.

Jahrgangsstufe 3

Acht von zwolf Teilnehmenden gelang es, die Aufga-
be zu bearbeiten. Im Folgenden werden einige ausge-
wihlte Schiilerbeispiele vorgestellt.

Begriindung 1:

Abb. 4: Begrindung 1 (Schulerbeispiel, Klasse 3)

Zur Begriindung wurde hierbei eine ikonische Dar-
stellung der Wiirfel gewdhlt. Die Lernenden stell-
ten dabei ein gilinstiges Ereignis fiir den Gewinn des
roten Wiirfels sowie ein giinstiges Ereignis fiir den
Gewinn des gelben Wiirfels dar. Die Gewinnwahr-
scheinlichkeiten wurden mit den unterschiedlichen
Augenzahlen der Wiirfel in Verbindung gebracht und
die Augenzahlen der beiden Wiirfel wurden in Bezie-
hung zueinander gesetzt.

Begriindung 2:
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Abb. 5: Begrindung 2 (Schulerbeispiel, Klasse 3)

Die Lernenden wendeten auf ikonischem Weg die
Produktregel (kartesisches Produkt) an. Sie haben
alle gilinstigen Ereignisse fiir den Gewinn des gelben
Wiirfels mit einem gelben Stift und alle glinstigen Er-
eignisse fiir den Gewinn des roten Wiirfels mit einem
roten Stift verbunden. Durch Auszihlen gelangen sie
zu der korrekten Losung.

Begriindung 3:

Abb. 6: Begriindung 3 (Schilerbeispiel, Klasse 3)

Die Lernenden ermittelten alle moglichen Anord-
nungen der Zufallsgeneratoren. Die Augenzahlen
der beiden Wiirfel wurden in Beziehung zueinander
gesetzt. Dabei erfolgte ein Anzahlvergleich der fiir
einen Gewinn giinstigen Ereignisse. Die gilinstigen
Ereignisse wurden hierbei nicht konkretisiert.

Begriindung 4:
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Abb. 7: Begriindung 4 (Schilerbeispiel, Klasse 3)

Die Lernenden ermittelten alle moglichen Fille der
Variation der beiden Wiirfel. Die fiir einen Gewinn
zutreffenden Variationen der Anordnung wurden
konkretisiert und gegeniibergestellt. Dabei wurde so-
wohl ein Anzahlvergleich fiir glinstige als auch un-
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giinstige Ereignisse betrachtet. Auf die Darstellung
aller 36 verschiedenen Moglichkeiten auf ikonischer
Weise wurde verzichtet. Daflir kommunizierten die
Lernenden die noch fehlenden Mdglichkeiten durch
ihre Verschriftlichung. Durch das Auszéhlen der
giinstigen Fille auf symbolischem Weg erhielten sie
die korrekte Losung.

Jahrgangsstufe 4.

Zwei Lernende der vierten Jahrgangsstufe begriinde-
ten mit folgender Darstellung:

!

Abb. 8: Begriindung Klasse 4 (Schulerbeispiel)

Die Lernenden stellten zunichst die Wiirfelnetze des
roten sowie des gelben Wiirfels ikonisch dar. An-
schlieffend zeichneten sie die jeweils giinstigen Er-
eignisse flir den Gewinn des anderen Wiirfels mittels
eines Kreises in das jeweilige Netz ein. Die Augen-
zahlen der beiden Wiirfel wurden in Beziehung zu-
einander gesetzt. Dabei erfolgte ein Anzahlvergleich
der fiir einen Gewinn gilinstigen Ereignisse. Die giins-
tigen Ereignisse wurden dabei nicht konkretisiert.

5 Zusammenfassung und
Interpretation der Ergebnisse

Die Ergebnisse unserer Untersuchung zeigen, dass
es auch Grundschiilern schon gelingt, sich mit kom-
plexen Aufgaben zur Wahrscheinlichkeit auseinan-
derzusetzen. Wie im Abschnitt zu den Ergebnissen
der Studie ersichtlich, war bei beiden Aufgaben ein
Sprung in der Kompetenzentwicklung von der zwei-
ten zur dritten Klasse zu beobachten. Die Zweitkléss-
ler konnten Phianomene beschreiben, beim Formulie-
ren von Begriindungen zeigten sie noch deutliche Re-
serven. Auch wenn man auf Grund der geringen Po-
pulation vorsichtig mit der Interpretation sein sollte,
deckt sich unsere Erkenntnis mit Ergebnissen anderer
Studien zu Kombinatorik und Wahrscheinlichkeit.

Die Ergebnisse der ersten Aufgabe verdeutlichen,
dass Drittkldssler die unterschiedlichen Gewinn-
wahrscheinlichkeiten von zwei verschiedenen Zu-

fallsgeneratoren schon recht gut einschitzen kdnnen.
Die Lernenden der vierten Jahrgangsstufe erkann-
ten dagegen die verschiedenen Gewinnwahrschein-
lichkeiten nicht. Denkbar wére ein Zusammenhang
mit bereits fundierten, im Kontext des Wiirfelns mit
einem idealen Wiirfel richtigen, Vorstellungen zur
Gleichwahrscheinlichkeit des Eintretens aller mogli-
chen Ereignisse.

Das Vorgehen auf empirisch-statistischem Weg er-
moglichte den Lernenden der dritten und vierten
Jahrgangsstufe bereits explizite Begriindungen des
Sachverhaltes. Sie begannen logische Operationen
anhand des konkreten Sachverhalts durchzufiihren.
Informationen wurden von ihnen transformiert und
anschlieend selektiv verwendet. Die Lernenden
zogen mehrere Aspekte der Situation zeitgleich in
Betracht. Bereits vorhandene Informationen wurden
in Bezug zueinander gesetzt und miteinander vergli-
chen.

Allen Lernenden aller Jahrgangsstufen wurde durch
das Handeln auf empirisch-statistischem Weg be-
wusst, dass die Gewinnwahrscheinlichkeit des roten
Wiirfels hoher ist, als die Gewinnwahrscheinlichkeit
des gelben Wiirfels. Einige Begriindungen der Ler-
nenden der zweiten Jahrgangsstufe sind bereits vor
dem Wiirfeln korrekt, jedoch fehlt es den Lernenden
vermutlich an mathematischen Modellen, um ihre
Erkenntnisse zu verallgemeinern.

Die Begriindungsqualititen aller Lernenden verén-
derten sich nach der Durchfithrung des Spiels und
dem damit verbundenen eigenstindigen Handeln:
Besonders in den Jahrgangsstufen 3 und 4 wurde eine
Steigerung der Qualitit der Begriindungen ersicht-
lich. Die Lernenden dieser Jahrgangsstufen konn-
ten ihre Gedanken auch bereits verschriftlichen. Sie
wendeten Methoden an, die gewonnenen Erkennt-
nisse zu verallgemeinern. Im Vergleich begriindeten
die Lernenden der dritten Jahrgangsstufe teilweise
bereits unter Einbezug aller méglichen Fille der Va-
riation der beiden Wiirfel. Dariiber hinaus wurden die
fiir einen Gewinn zutreffenden Variationen der An-
ordnung konkretisiert und gegeniibergestellt. Dabei
wurde sowohl ein Anzahlvergleich fiir giinstige als
auch ungiinstige Ereignisse betrachtet.

Die Untersuchungsergebnisse zeigen, dass die Kom-
petenzen der Lernenden, Aufgaben mit verschie-
denen Variablen zu 16sen, mit zunehmendem Alter
ansteigen. Wihrend es den Lernenden der zweiten
Jahrgangsstufe noch nicht gelingt, die Aufgabe er-
folgreich zu bearbeiten, 16sen und begriinden die Ler-
nenden der Jahrgangsstufe 3 hingegen die Aufgabe
in hoher Qualitdt. Das Losen und Begriinden gelingt
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ebenfalls den Lernenden der vierten Jahrgangsstufe.
Allerdings sind die Ergebnisse qualitativ nicht so
hochwertig, wie sich vermuten liee. Aufgrund der
geringen Grofe der Stichprobe kénnen die Ergebnis-
se jedoch nicht auf die Gesamtheit schlieen lassen.

Es zeigte sich, dass ein Vorgehen auf enaktiver Ebe-
ne nach Bruner den allgemeinen Kompetenzaufbau
der Lernenden unterstlitzen kann (vgl. Zech 2002,
S. 104). Ein Grofiteil der Begriindungen verdndert
sich nach eigenstindigem Handeln der Lernenden
zum Positiven. Dabei wird deutlich, dass sich die Fé-
higkeit, die enaktive Ebene mit der ikonischen Ebene
zu verkniipfen, mit ansteigendem Lebensalter stei-
gert.

Zusammenfassend konnte mit der Studie gezeigt wer-
den, dass Lernende der zweiten, dritten sowie vierten
Jahrgangsstufe bereits iiber praktikable Denkstruk-
turen fiir die Bearbeitung von Aufgaben zur Wahr-
scheinlichkeit verfiigen und diese auch anhand kom-
plexer Aufgaben anwenden konnen.
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